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1. Átomo de He: Considere uma função de onda espacial tentativa para o estado funda-
mental do átomo de He escrita na forma

ψ(r1, r2) = ψ(r1)ψ(r2)

onde ψ(r) é a função de onda de 1 elétron. Podemos usar uma função de onda de 1 elétron
num modelo de 1 parâmetro, com

ψ(r) = Ce−λr

sendo o orbital de Slater 1s normalizado, onde λ um parâmetro a ser determinado e C
uma constante de normalização. Nessa questão usaremos unidades atômicas.

O hamiltoniano do átomo de He pode ser escrito como

Ĥ = ĥ1 + ĥ2 + ŵ12

com
ĥi = −1

2
∇2

i −
2

ri
e ŵ12 =

1

|r1 − r2|

(a) Determine a constante de normalização C do orbital 1s de Slater.

(b) Determine os seguintes valores esperados
〈
ĥ1

〉
e
〈
ĥ2

〉
.

(c) Determine o valor esperado da energia de interação entre os elétrons ⟨ŵ12⟩.

Dica: Efetue primeiramente as integrais em θ1, φ1 e φ2. Em seguida, escolha o ângulo
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entre r1 e r2 como sendo o ângulo azimutal θ2, tal que

⟨ŵ12⟩ = 8π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ π

0

|ψ(r1, r2)|2√
r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2

r21r
2
2 sin θ2dθ2dr2dr1,

e use que

∫ π

0

sin θ2dθ2√
r21 + r22 − 2r1r2 cos θ2

=


2

r1
, r1 > r2,

2

r2
, r1 < r2,

(d) Determine o valor do parâmetro λ para o qual o valor de
〈
Ĥ
〉

seja mínimo. Qual é o
valor da energia do estado fundamental nesse caso? Compare com o valor experimental
que é de -78.975 eV.

2. Molécula de H2: Considere a função de onda tentativa para o estado fundamental da
molécula de H2 escrita na forma

ψ(r1, r2) = ψ(r1)ψ(r2)

onde ψ(r) é a função de onda de 1 elétron escrita em LCAO na forma

ψ(r) = cAϕA(r) + cBϕB(r)

com o orbital de Slater 1s normalizado sendo escrito como

ϕi(r) = Ce−λ|r−Ri|

onde o índice i = A,B representa cada núcleo de hidrogênio, λ é um parâmetro variaci-
onal a ser determinado e C uma constante de normalização. Nessa questão novamente
usaremos unidades atômicas. A normalização dos estados de Slater nos da que

⟨ϕA|ϕA⟩ = ⟨ϕB|ϕB⟩ = 1

e a função de overlap é dada por

SAB = ⟨ϕA|ϕB⟩ .

O Hamiltoniano da molécula de H2 pode ser escrito como

Ĥ = −1

2

2∑
i=1

∇2
i −

2∑
i=1

(
1

|ri −RA|
+

1

|ri −RB|

)
+

1

|r1 − r2|

2



tal que a energia do estado fundamental é dada por

E =

〈
ψ(r1, r2)|Ĥ|ψ(r1, r2)

〉
⟨ψ(r1, r2)|ψ(r1, r2)⟩

(a) Mostre que a energia pode ser calculada explicitamente como

E =
2(c2AHAA + 2cAcBHAB + c2BHBB) + c2AGAA + 2cAcBGAB + c2BGBB

c2A + 2cAcBSAB + c2B

onde

Hij = Hji =

〈
ϕi(r1)

∣∣∣∣∣−1

2
∇2

1 −
1

|r1 −RA|
− 1

|r1 −RB|

∣∣∣∣∣ϕj(r1)

〉
e

Gij = Gji =
1

c2A + 2cAcBSAB + c2B

{
c2A

〈
ϕi(r1)ϕA(r2)

∣∣∣∣∣ 1

|r1 − r2|

∣∣∣∣∣ϕj(r1)ϕA(r2)

〉

+ cAcB

〈
ϕi(r1)ϕA(r2)

∣∣∣∣∣ 1

|r1 − r2|

∣∣∣∣∣ϕj(r1)ϕB(r2)

〉

+ cAcB

〈
ϕi(r1)ϕB(r2)

∣∣∣∣∣ 1

|r1 − r2|

∣∣∣∣∣ϕj(r1)ϕA(r2)

〉

+c2B

〈
ϕi(r1)ϕB(r2)

∣∣∣∣∣ 1

|r1 − r2|

∣∣∣∣∣ϕj(r1)ϕB(r2)

〉}

(b) Derive a equação para E com respeito a cA e cB mantendo Gij fixos e mostre que as
equações resultantes podem ser escritas na forma matricial como sendo(

FAA FAB

FAB FBB

)(
cA

cB

)
= E

(
1 SAB

SAB 1

)(
cA

cB

)

com Fij = 2Hij +Gij.

(Desafio) A partir do orbital de Slater, calcule os elementos de matriz de Hij, Gij e SAB

e escreva seus resultados em termos de λ e RAB = |RA − RB|, onde RAB é a distância
entre os dois núcleos de hidrogênio. Sugestão: use ferramentas como Mathematica ou
Simpy para facilitar os cálculos de algumas integrais.
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