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1. Comutadores: Mostre que o comutadore [X̂, P̂x] na base de posição é escrito como

[X̂, P̂x] = iℏ.

2. Partícula na caixa unidimensional: (Seção 3-4 McQuarrie) Consideremos o pro-
blema unidimensional de uma partícula confinada em um potencial do tipo

V (x) =


∞, x < 0

0, 0 ≤ x ≤ L

∞, x > L

Assumindo que os autoestados de energia desse sistema sejam dados pelas funções de
onda

ψn(x) =


0, x < 0

An sen(knx), 0 ≤ x ≤ L

0, x > L

onde n = 1, 2, . . . ,∞.

(a) Usando as condições de contorno para ψn(x) em x = 0 e x = L, determine as
constantes kn;

(b) Usando a condição de normalização para ψn(x), determine as constantes An.

(c) Usando a equação de Schrodinger, determine os autovalores de energia En.
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(d) Mostre que os autoestados de energias distintas são ortogonais entre si, ou seja,∫ L

0

ψ∗
n(x)ψm(x)dx = δnm.

(e) Determine os seguintes valores esperados ⟨x⟩, ⟨p⟩ e
〈
p2
〉
.

3. Espectro rotacional: A equação de Schrodinger para o movimento rotacional de uma
molécula diatômica é dada por

L2

2I
ψ(θ, ϕ) = Erotψ(θ, ϕ)

com L2 sendo o operador de momento angular e I o momento de inércia da molécula.

(a) Mostre que os autovalores de energia são dados por

Erot =
ℏ2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . .

onde I é o momento de inércia da molécula. Determine o número de estados degenerados
para cada nível de energia.

(b) Para a molécula de CO, sabemos que o momento de inércia é I = 1.46× 10−46 kg m2.
Determine os autovalores de energia para l = 0, 1, 2, 3.

(c) Determine a diferença de energia entre os níveis l = 0 e l = 1 e determine a frequência
da radiação emitida ou absorvida durante a transição entre esses níveis. Use a relação E =

hν. Identifique a região do espectro eletromagnético em que essa radiação se encontra.

4. Espectro vibracional: A equação de Schrodinger para o movimento vibracional de uma
molécula diatômica em um potencial harmônico unidimensional é dada por[

− ℏ2

2µ

d2

dx2
+

1

2
kx2

]
ψ(x) = Evibψ(x)

com seus autovalores de energia dados por

Evib = ℏω
(
v +

1

2

)
, v = 0, 1, 2, . . .

onde µ é a massa reduzida da molécula, k é a constante de força do potencial harmônico
e ω =

√
k/µ é a frequência angular do oscilador harmônico.

(a) Para a molécula de CO, sabemos que a constante de força é k = 1902 N/m e a massa
reduzida é µ = 1.14× 10−26 kg. Determine os autovalores de energia para v = 0, 1, 2, 3.

(b) Determine a diferença de energia entre os níveis v = 0 e v = 1 e determine a frequência
da radiação emitida ou absorvida durante a transição entre esses níveis. Use a relação E =

hν. Identifique a região do espectro eletromagnético em que essa radiação se encontra.
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5. Átomo de hidrogênio: A equação de Schrodinger para o átomo de hidrogênio é dada
por [

− ℏ2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r

]
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ)

com seus autovalores de energia dados por

En = −1

2

e2

(4πϵ0)a

1

n2
, n = 1, 2, 3, . . .

onde a =
4πϵ0ℏ2

µe2
é o raio de Bohr, µ é a massa reduzida do elétron e do núcleo, e é a

carga do elétron e ϵ0 é a permissividade elétrica do vácuo.

Os autoestados de energia são dados por

|n, l,m⟩ ≡ ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)

onde Rnl(r) são as funções radiais e Ylm(θ, ϕ) são os harmônicos esféricos.

(a) Usando os valores das constantes físicas, determine os valor do raio de Bohr a.

(b) Usando os valores das constantes físicas, determine os autovalores de energia En para
n = 1, 2, 3.

(c) Usando a definição dos orbitais atômicos como sendo

|1s⟩ = |1, 0, 0⟩ , |2s⟩ = |2, 0, 0⟩ ,

|2px⟩ =
1√
2
(|2, 1,−1⟩ − |2, 1, 1⟩) , |2py⟩ =

i√
2
(|2, 1,−1⟩+ |2, 1, 1⟩) , |2pz⟩ = |2, 1, 0⟩ ,

determine as formas funcionais dos orbitais atômicos 1s, 2s, 2px, 2py e 2pz em termos dos
harmônicos esféricos Ylm(θ, ϕ) dados na forma

Y00(θ, ϕ) =
1√
4π
,

Y1−1(θ, ϕ) =

√
3

8π
sen θe−iϕ, Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y11(θ, ϕ) = −

√
3

8π
sen θeiϕ,

e das funções radiais Rnl(r) dadas na forma

R10(r) = 2

(
1

a

)3/2

e−r/a,

R20(r) =
1√
2

(
1

a

)3/2 (
1− r

2a

)
e−r/2a, R21(r) =

1

2
√
6

(
1

a

)3/2
r

a
e−r/2a.
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