Termodinamica Molecular

1. Discussao Geral

A capacidade térmica a pressdo constante de uma substancia € definida por

oo 125
Pmo\or ) py

tal que podemos escrever a variagdo de S a pressdo e composicao constante partindo da
capacidade térmica a pressao constante como sendo

Cp(T")
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Assumindo que Ty = 0 K e que nessa temperatura a 32 Lei da termodindmica nos da que
S(0 K) =0, temos que
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Vemos que necessitamos de modelos ou dados experimentais de capacidade térmica para a
substancia no intervalo de temperatura e na pressao de interesse.

Abaixo mostramos a capacidade térmica a pressao constante na CNTP para algumas
substancias.

Gas Cp (3Imol.K)

He  20.79
Ne  20.79
Ar  20.79
CO  29.15
H,  28.84
N2 2912
02 29.39
COy 3712
H>O 3358

Consegue perceber as semelhancas e as diferencas entre algumas substancias?
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Figura: Capacidade térmica como func¢do da temperatura para varios gases.

De fato, com dados termodindmicos de Cp(T') para uma grande faixa de temperatura saindo de
um sélido a 0 K, indo para um liquido e depois para uma fase vapor, teremos como entropia
absoluta acima do ponto de ebulicdo o seguinte
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onde usamos o fato que durante uma transicéo de fase ha um aumento de entropia dado por seu
calor latente, i.e., A,S = A H/T,.

Os dados experimentais de Cp e 0os modelos associados séo portanto muito valiosos para
contabilizar a entropia em diferentes estados termodinamicos. Com a entropia podemos calcular
outras gtds como a energia de Gibbs G e determinar toda a informacao termodinamica do
sistema. A maneira aproximada de escrever Cp(T") numa determinada faixa de temperatura é pela
equacdo de Shomate dada por

OP(T):A+BT+CT2+DT3+%

onde A, B,C, D e E sdo parametros a serem estimados atraves de dados experimentais e ndo
contem nenhum significado fisico.

® Pergunta

Existe outra forma de se obter modelos de Cp?

¢) Resposta



Dados de espectroscopia! Sim, espectros na regido de micro-ondas e infra-vermelho
fornecem informacgdes detalhadas sobre o comportamento de Cp.

2. O Ensemble candnico e Espectroscopia Molecular

A hipétese de Boltzmann-Gibbs trata a entropia de um sistema como sendo uma quantidade
probabilistica calculada a partir de uma distribuicao de probabilidade p; dos estados de energia
microscopicos E; de um sistema termodinamico, de modo que

onde a soma é feita sobre todos 0os micro-estados possiveis de energia do sistema e
kp = 1.38 x 10723 J/K é a constante de Boltzmann. A condi¢do de normalizac&o da distribuicdo de
probabilidade p; deve ser imposta na forma
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Vamos considerar um sistema S de volume V e numero de particulas N em contato com um
banho térmico B, tal que ambos possam trocar energia a uma temperatura fixa T'. De fato,
sabemos que o potencial termodinamico correto para tratar o sistema S deve ser a energia de
Helmholtz.

Do ponto de vista probabilistico, podemos calcular a energia média do sistema S como sendo a
média da energia dos estados dada por

U= <E> = ZElpz

e a entropia seja dada pela formula de Boltzmann-Gibbs, de modo que a energia de Helmholtz do
sistema S seja dada por

F=U-TS= ZEipi — kBTZpilnpi
) 7

gue deve ser minimizada para encontrar o equilibrio termodinamico do sistema S em contato
térmico com B. Devemos entao impor que
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gue resulta em
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onde definimos 8 = (kgT)~! e Q é uma constante que envolve X a ser determinada.

Da condicao de normalizacdo, temos que
Q=3
1

e denominamos de funcdo de particdo candnica do sistema S. A energia de Helmholtz pode
entéo ser calculada na forma

F=—kgThQ

de modo que a fungéo de particdo @ contem toda a informacao termodinamica do sistema em
guestao.

Da termodinamica, sabemos que a entropia pode ser calculada por

OF 0lnQ
S:—(—) =kpln@ + kT
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e a energia interna do sistema por
U:F+TS:kBT2aan (9an ZEe‘ﬂE
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e a capacidade térmica a volume constante pode ser calculada por
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Assim, vemos que a capacidade térmica mede a variancia da flutuacéo de energia no sistema. Tal
resultado € um marco da teoria estatistica pois relaciona uma quantidade termodinamica
macroscoépica diretamente a uma quantidade probabilistica do sistema na escala microscépica.

2. 1. Particulas em uma caixa sem interacao (Gas Ideal)

Vamos considerar um sistema de N particulas em uma caixa de volume V sem interacdo entre
suas moléculas. Os estados de energia desse sistema sdo dados pela soma das energias



cinéticas de cada molécula independentemente
N p2
E=) =~
; 2m

de modo que a soma sobre todos os micro-estados de energia seja trocada por uma integral, ou
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onde o termo N! fornece o numero de permutacdes possiveis entre N particulas indistinguiveis e
h = 6.63 x 10734 J.s é a constante de Planck que define o menor valor possivel de uma regiéo do

seja,

espaco de fase quantico. Efetuando as integrais no volume, podemos escrever

N 2 Y T)N
0= L[ [apest] - a0
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onde ¢(V,T) é a funcdo de particdo de uma molécula apenas. A integral nos momenta pode ser

efetuada facilmente usando a integral Gaussiana em cada dire¢cdo, de modo que

q= % dpe_fB% — %(271’771]{3311)3/2

Assim, a energia de Helmholtz de um gas ideal é facilmente obtida por
F=—-kpTInQ = —NkgTIlng— kgTIn N!

e usando a aproximacgéo de Stirling, In N! ~ NIn N — N quando N > 1, chegamos a energia do
gas ideal na forma

F = NkgT [ln [%(%kaT/h?)—?’/?] - 1}

A entropia do gas ideal é facilmente calculada por

OF N B 5
§ =55 = Nkg [m [V(ZwkaT/}ﬂ) 3/2] - 5]

que é a férmula de Sackur-Tetrode para a entropia do géas ideal. Usando ambas, podemos
chegar a energia interna do gas ideal como sendo

U= %NkBT

note que Nkp = nR, onde N é o numero de moléculas e n € o nimero de moléculas medido em
mols. Podemos entéo relacionar kp e R diretamente através do nimero de Avogadro
N4 =6.022 x 10? tal que N = nN4 e com isso temos que

Nikp =R

Confira vocé mesmo que 0s himeros sao idénticos!

De fato, chegamos novamente a conclusdo que o gas ideal tem capacidade térmica igual a
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Vale notar também que a equacao de estado do gas ideal pode ser obtida por

8F  NkpT

p=_—— - "B
F1% v

2.2. Energia Eletrénica (Atomos e Moléculas)

Para &tomos e moléculas, devemos levar em conta a energia dos estados eletronicos obtidos
através da teoria quantica. De fato, as energias eletrbnicas entrardo na funcéo de particdo de uma
particula através dos niveis de energia permitidos para essa molécula

g; = e'lgrans + {_:;ﬂe

de modo que

_ trans ele
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como os estados correspondentes as energias de translacdo e eletronicas sao independentes,
podemos escrever que

_ rans __pAele
q= [Ze Pei ] [Ze pei ] = ({transGele
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Assim, podemos calcular a funcéo de particéo eletronica separadamente, tal que
_Beele __Beele
Gele = Ze bl = Zgle pei
i %

onde usamos que g; representa 0 numero de estados degenerados que possuem a mesma
energia ;. Podemos escrever também

Gele — gOeiﬂEO + 67550 Z gieiﬁ(siislﬂ
=1

As diferencas de energia entre estados eletrénicos para atomos e moléculas sao da ordem ou
maiores que 1 eV correspondendo a excitagfes por luz visivel até raios X, enquanto que a energia
kpT ~ 1/40 eV na temperatura ambiente. Assim, vemos que somente o primeiro estado eletrénico
(o estado fundamental) deve contribuir para a soma da funcéo de particao, ou seja,

Gele = 9067ﬁ€0
de modo que a energia de Helmholtz desse sistema seja

F = —NkpTIn guans(T, V) — NkpTIn goe > + NkgTIn N — NkpT

que nao contribui de forma relevante para as gtds termodinamicas derivadas, U, P, Cy.

2.2. Moléculas Diatémicas (Rotacao e Vibracao Molecular)

Para uma molécula diatbmica teremos contribuicdes de energia vindas de translacéo + rotacdo +
vibracdo + eletrénica, ou seja,

g; = Egrans + Elgot + E;’lb + E;:le



Separando os graus de liberdade, de tal forma que os micro-estados correspondentes a esses
niveis de energia sejam independentes, escrevemos a funcéo de particdo molecular como sendo

q ( V7 T) = Gtrans9rotdvibYele

tal que a funcao de particdo canbnica de N moléculas desse tipo sera

[Qtrans Qrotqvib Qele] N
N!

Q(T,V,N) =

A energia de Helmholtz do sistema composto por moléculas diatbmicas é entéao
F = —NEBTIn gtrans + In grot + Ingyip, + Ingele — In N 4 1]
tal que podemos escrever separadamente as contribuices de energia de Helmholtz tal que
F = Firans + Frot + Fyip + Fele

Aqui precisamos ir até a Quimica Quantica e buscar os espectros de rotacao e vibracao
moleculares.

O espectro das energias de rotacdo de uma molécula diatbmica é dado por

rot h J(J + 1)
: 21

comJ =0,1,2,...sendo 0s numeros quanticos de rotacdo e I € o momento de inércia da
molécula. H4 uma degenerescéncia de estados dada por

gr=2J+1

de modo que a funcéo de particdo rotacional seja calculada como

1 & 27741
QIot - Z 2J + 1 21+
J=0
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onde o conta a simetria de rotacdo para moléculas. Definindo a temperatura rotacional ©,,, como
sendo



Orot = ks

Molecule ©_ /K e, /K
H, 6332 85.3

D ’ 4480 42.7

cl 805 0.351
Br, 463 0.116
I; 308 0.0537
0, 2256 2.07
N, 3374 2.88
CO 3103 2.11
NO 2719 2.39
HCI 4227 15.02
HBr 3787 12,02
HI 3266 9.25
Na, 229 0.221
K, 133 0.081

Podemos calcular a funcdo de partigdo trocando a soma por uma integral

O

]_ o rot T
qrot(T) = ;/O (2J+ 1)6_ 4 J(J—H)d‘] -
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Logo a energia de Helmholtz devido a rotacao sera

F.. = —NkpTln

0910t

O espectro das energias de vibracdo sdo dados pelo modelo de oscilador harménico quantico tal

v 2 v

comwv =0,1,2,...sendo o numero quantico de do estado de vibracao e v é a frequéncia de
vibrac@o da molécula. Desta forma, podemos calcula a fung¢éo de particdo vibracional como sendo

X o0
QVib(T) = Z e*ﬂ(‘”r%)h’/ — e*ﬂhu/2 Z eiﬁvh"
v=0 v=0

usando a soma da série geométrica

o " 1
Za} - 1—=z

n=0



com z < 1, podemos dizer que

B2 00 o e—ﬁhu/2
. _ —Bw —Bhviv _
qVIb(T) € ;[e ] 1 — e B

e definindo uma temperatura vibracional

hv
®vib = E
escrevemos que
e*@vib/QT
(T) = —————
qv1b( - 1 — e—Oun/T

Logo a energia de Helmholtz devido a vibracédo sera

e—©wn/2T

Fvib = —NkBTln (1—@—@wb/T

1
) = NkpT'In(1 — e_@“b/T) + ENkBG)vib
Assim, a energia de Helmholtz de uma molécula diatbmica é dada por

F = NkgT {111 [%(%kaT/m)—m] _ 1}

+ NkpTln 2ot
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1
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Derivando com respeito a temperatura, podemos calcular a entropia desse gas dada por

OF (F — ngle — %NkB@vib) 3 Ouin e—©uib/T
S == = — + —Nkp + Nkp + Nk
<8T>VN T 2 B B B( T >1_e—®vib/T
e a energia interna € facilmente calculada por
e 1 3 e Ow/T
U = F+ TS = NESe =+ _NkBgvib + —NkBT+ NkBT+ NkBgvib—
2 2 1— e ©w/T

tal que a capacidade térmica a volume constante seja

ouU 3 Q)] ib 2 6_®Vib/T
Cy=|— = —Nkp+ Nk + Nk =

Note que até aqui ndo houveram aproximagdes. Esse é um resultado exato para uma
molécula diatbmica.

v/ Limite

No limite que T' < ©;,, temos que



Cy = %R +R= ;R = 20.8 J/mol.K

Cp=Cy+R= %R =29.1 J/mol.K

para uma molécula diatbmica
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Figura: Capacidade térmica molar do O2. Curva teérica (linha sélida) calculada usando
O.ib = 2240 K. Alinha tracejada sao os dados experimentais.

2.3. Moléculas Poliatomicas

Para moléculas poliatbmicas temos 3 possiveis eixos de rotagéo A, B e C tal que

h2

o7 1.0 ]:A,B,C
2T kg

erot,j =

Para moléculas lineares, temos que
G')rot,A = ®r0t,B 7£ @rot,C =0
e para moléculas ndo-lineares, temos

®rot,A 7é ®rot,B ?é (")rot,C

ou seja, moléculas lineares possuem apenas 2 graus de liberdade para rotagdo enquanto as néo-

lineares possuem 3 graus de liberdade.

() Moléculas lineares:



1 T
Grot (T) = ; @rot
() Moléculas nao-lineares:
7.{_1/2 T3
qut(T) B o <@rot,A®rot,B®rot,C’
Molccule  ©_/K 0, /K D/K-mol” o
co, 0.561 3360, 954(2), 1890 1596 2
H,0 40.1, 209, 13.4 5360, 5160, 2290 917.6 2
NH, 13.6, 13.6, 8.92 4800, 1360, 4880(2), 2330(2) 1158 3
Clo, 2.50, D.478, 0.400 1364}, 640, 1600 378 2
SO, 2.92, 0.495, 0.422 1660, 750, 1960 1063 2
N,O 0.603 3200, 850(2), 1840 1104 2
NO, 11.5, 0.624, 0.590 1900, 1080, 2330 - 9280 2
CH, 7.54,7.54,7.54 4170, 2180(2), 4320(3), 1870(3) 1642 12
CH,C 7.32,0.637, 0,637 4270, 1950, 1050, 4380(2) 1551 3
2140(2), 1460(2)
CcCl, 0.0823, 0.0823, 0.0823 660, 310(2), 1120¢3), 45(X3) 1292 12

Para a vibracao irdo sobrar 3N — 5 graus de liberdade para vibragdo de moléculas lineares, e
3N — 6 graus de liberdade para moléculas ndo-lineares.

() Moléculas lineares

() Moléculas nio-lineares

3N-5 e_@vib,j/2T

o) =[] ——=
QVb( ) 1;[1 1_6—9vib,j/T

J

3N—6 —Ouib;/2T
e i
dvib (T) I I

=1 l—e

—Oyip ;/T
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Figura: Contribuicdo de vibracdo para a capacidade térmica do vapor de dgua como previsto pela
termodinamica molecular. Pontos: dados experimentais. Linha solida: previsdo da termodinamica
molecular



