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Vetores sao descrigoes matematicas de quantidades que possuem intensidade, direcao e sentido.
A intensidade de um vetor ou também chamado de mdédulo é um niimero nao-negativo, as vezes
acompanhado de sua unidade fisica.

1 Descricao em Termos de Coordenadas

Podemos especificar a posicao de um ponto no espaco tridimensional através de 3 ntmeros que
chamamos de coordenadas:

[N

O sistema de coordenadas é um acessorio e, de fato, o mesmo movimento pode ser descrito com
eixos de orientacao diferentes.

P =(a'(t),y'(t), (1)) (2)

Podemos descrever o movimento intrinsicamente através de vetores, pois para caracterizar o
movimento de uma particula em sua trajetéria, precisamos conhecer a magnitude (distancia a
origem), bem como a diregao e sentido do deslocamento.
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Dados dois vetores A ¢ B. Tomemos a origem de B na extremidade de A:
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Definimos a soma A + B como sendo o vetor representado pela seta que une a origem do vetor A
com a extremidade do vetor B.
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4 MULTIPLICACAO DE UM ESCALAR POR VETORES

2. associatividade

— —

(A+B)+C=A+(B+C)

3. vetor nulo

4. vetor oposto

Além disso

associativi
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4 Multiplicacao de um Escalar por Vetores

Seja A um numero real e A um vetor. Podemos associar um novo vetor, simbolizado por AA, que:

e Sel=0o0ud= 0, temos AA como sendo o vetor nulo.

e Nos outros casos, AA é o vetor com a mesma direcao de A, com médulo igual a |AA| = |A||A],

e com o mesmo sentido de A se \ > 0, mas sentido oposto se A < 0.

Para quaisquer )\ e u € R, e quaisquer vetores Ae g, temos:



5 COMPONENTES DE UM VETORES

escalar-eps—-converted-to.pdf

MA+ B) = A+ \B

— — 1
Além disso, se o vetor A é diferente de nulo, seu médulo |A| tem um inverso T E multiplicando-se

o vetor A por esse numero, tem-se um vetor unitario:

1

A= A (4)
|A]

onde um vetor unitario é um vetor cujo médulo é igual a 1, ou seja, |u| = 1.

5 Componentes de um Vetores

Consideremos um sistema de coordenadas cartesiano e vetores unitarios ao longo da direcao de
cada eixo independentemente, denominados z, ¢ e Z, conforme a figura.

z=1(1,0,0)
unitario-eps-converted-to.pdf y=1(0,1,0)
2 =(0,0,1)

Podemos escrever um vetor A usando unitarios na forma

A = (A, A, A)

= (A,,0,0)4(0,4,,0) + (0,0, A4,)

= A,(1,0,0)+, 4,(0,1,0) + A,(0,0,1)
A+, Ay + A2

Vamos demonstrar entao que qualquer vetor pode ser escrito em termos de Z, ¢ e Z, como descrito
acima.



5 COMPONENTES DE UM VETORES

Por construcao, sabemos que:
componentesi-eps—-converted-to.pdf

A=A, +A, e A, =A, + A,

E assim, podemos escrever claramente
A=A, +A,+A,
E de fato, existem ntimeros A,, A, e A;, tal que

— — —

Ay =Ad , A=Ay e A, =A%

De tal forma que nosso vetor A pode ser escrito como

A= A+ A+ ALz (5)

Algumas propriedades desse resultado sao apresentadas a seguir.

1. Um vetor € nulo se, e somente se, suas componentes sao iquais a zero.

A+ AG+A:=0 & A,=0,4,=0eA, =0

2. Dois vetores sao iguais se, e somente se, suas respectivas componentes forem iguais.
A2+ A+ Az =B34+ Byy + B.2

do que obtemos
(A, — By)z+ (A, — B,)y+ (A, — B,)2=0

e da propriedade (1), obtemos A, — B, = A, — B, = A, — B, =0, e entao
A=B & A,=B,, A,=B,eA, =B,

3. Cada componente da soma de dois vetores € igual a soma das respectivas componentes dos
vetores.

A=B+C & A, =B,+C, Ay=B,+Cye A, =B, +C,

*Mostre!

4. Cada componente do produto de um escalar por um vetor € igual ao produto do escalar pela
respectiva componente do vetor.

A=)B & A,=)\B,, Ay=A\B, ¢ A, =)\B,

*Mostre!

Todos os infinitos vetores do espaco tridimensional podem ser escritos a partir dos vetores unitdrios
de base T, 1 e Z.



6 PRODUTOS ENTRE VETORES

6 Produtos entre Vetores

6.1 Produto Escalar

O produto escalar entre A e B é definido como um ntumero que é obtido pelo médulo de A vezes
o médulo de B vezes o cosseno do angulo entre eles, conforme figura. Assim, o produto escalar
resulta em um escalar.

produto_escalar-eps-converted-to.pdff. B = AR cosf (6)

Vemos que nenhum sistema de coordenadas esta envolvido na definicao do produto escalar. Algu-
mas propriedades do produto escalar sao mostradas a seguir.

1. comutatividade: I,
A-B=B-A

2. mddulo de um vetor:

—

A A= A%cos0= A% = |14T]
3. ortogonalidade: oL L.
AlB & A-B=0

*Mostre!

Seja um vetor A e um vetor B escritos em termos de componentes cartesianas, o produto escalar
entre esses dois vetores pode ser escrito como

A-B = (Ayi+ Ayjj+ A.2) - (Bo + Byj + B.2)
ecomoz-y=2-2=9y-2=0ex-2=9-y=2-2=1, entdo podemos escrever
A-B=A,B,+A,B,+ A,B, (7)

Que demonstra que em termos de componentes, o médulo de um vetor qualquer A pode ser obtido
através de

A=VA A= /A, A, +AA, + A.B, (8)




6.1 Produto Escalar 6 PRODUTOS ENTRE VETORES

Lei dos cossenos:
Seja C'= A — B, e tomando o produto escalar de cada cada lado dessa expressao, teremos:

—

C.-C=(A-B)-(A-B)

ou lei_cossenos-eps-converted-to.pdf

C2=A2+B2_924.B

que é exatamente a relagao trigonométrica famosa

C? = A’ + B2 —2ABcos#




6.2 Produto Vetorial 6 PRODUTOS ENTRE VETORES

6.2 Produto Vetorial

O produto vetorial entre dois vetores A e B resulta em um novo vetor que é perpendicular ao
plano que inclui ambos os vetores, e com magnitude dada por AB|sen#)|.

C=AxB=CABsenf (9) produto_vetjorial-eps—converted-to.pdf

onde o sentido de C' é determinado por convencao pela regra da mao-direita. Além disso, algumas
propriedades do produto vetorial decorrem dessa convencao.

1. nao-comutatividade:
2. wvetor nulo:

3. distributiva:

O produto vetorial entre dois vetores A e B escritos em termos de componentes é calculado a partir
de

AxB = (Agd+ Ayj+ A.2) x (Byd + Byj + B.2)
= (2 X §)AuBy + (& X 2)AB. + (§ x #)A, B,
3

R sistema-eps—converted-to.pdf
z
+(y x 2)A,B, + (¢ x £)A,B, + (2 x §) A, B,

onde usamos que £ X £ = y Xy = 2 X 2 = 0, e da regra da mao-direita sobre o sistema de
coordenadas podemos notar que & Xy = 2, £ X 2 = —y e y X 2 = &. Note essa relacao a partir do
sistema de coordenadas acima.

Vemos entao que o produto vetorial pode ser escrito na seguinte forma em termos de componentes.

Ax B=(A,B, — A,B))& + (A.B, — A,B.)jj + (A, B, — A,B,)? (10)

Caso esteja mais familiarizado com determinantes, pode-se obter o produto vetorial a partir da
representacao.

I R
AxB=|A, A, A, (11)
B, B, B.



6.2 Produto Vetorial

6 PRODUTOS ENTRE VETORES

Lei dos senos:

Consideremos o triangulo definido por C=A+B , € tomando o produto vetorial de cada cada

lado dessa expressao por A, teremos:
AxC=AxA+AxB

ecomo Ax A= 0, e os modulos de ambos

os lados devem ser iguais tal que:

ACseny = ABsenf3

lei_senos-e

ps—converted-to.;

que é exatamente a relagao trigonométrica conhecida como lei dos senos.
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